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The purpose of this study is to compare the hedging portfolio of local risk-minimization based
on observable probability and the portfolio of risk-minimization based on risk-neutral probabil-
ity. The hedging portfolio consists of zero coupon bonds, longevity swaps (written on the annuity
fund), and risk-free asset. The stochastic process of interest rate and mortality intensity is formu-
lated using the ane class model. For mitigating longevity risk in annuity fund we compare the
expected hedging errors by the simulation. Hedging risk per annuitant is increased by the risk-
minimization on the contrary to actuarial law of large numbers in observable probability. The
survival probability evaluated by risk neutral method might cause underestimation of longevity
risk.
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1. はじめに
現在，長寿デリバティブの市場は急速に拡大している．長
寿デリバティブの情報を扱っている Artemisというウェブサ
イト [6]によると，取引契約高は 25 兆ドルにも登る．年金
基金によってこの需要は生み出されており，その原因は長寿
による積立金不足のみならずゼロ金利政策のため年金積立金
のバランスが悪くなっていることである．この解決法の一つ
となる保険準備金のクアドラティックヘッジの研究は [3]に
よる Risk-minimization から初まり，保険数理と金融工学を
融合させたモデルを確立した．[1]では長寿スワップを導入
し，Risk-minimization（以下 RMとする）を行った．クアド
ラティックヘッジには上で述べられているもの以外にも Local
risk-minimization（以下 LRM とする）と呼ばれるものが存
在する．LRM はジャンプ過程が入っていなければ Follmer-
Schweizer分解を求めることで最適解を導出できることが確
認されているが，ジャンプが入っている場合はその限りでは
ない．[5]では危険資産価格過程が Levy過程での LRMを求
める方法を提唱した．[2]ではこの手法を用いて長寿債券で
の LRM戦略を導出した．しかしながら数値シミュレーショ
ンは行われておらず LRMの有効性は確認されていない．そ
のため，本論文では LRMの有効性を確認するとともに，[1]
をもとに手法の似ている RMとの取引戦略，リスク量の比較
を行う．
2. Local risk-minimizationについて
まず簡単に Local risk-minimization説明をする．を危険
資産保有量，を安全資産保有量，X（セミマルチンゲール）
を割引危険資産価格とする．この２つの組を戦略 とし，こ
の戦略の価値を V('; t) = (t)X(t) + (t) と定義する．ただ
し，V('; T ) = 0．時刻 t までのコストを C('; t) = V('; t)  R t
0
(u)dX(u)とし，これを用いてリスクとして
R(t; ') = E

C(T; ')  C(t; ')
2F (t)
を定義する．これを最小にするような戦略を LRM という．
Henriksen[2]よりこのリスクプロセスを最小とする取引戦略
は年金の Follmer-Schweizer分解を求めればよく,最小マルチ
ンゲール測度の下で年金の価格を決定し取引戦略を導出する.
(1) Follmer-Schweizer分解 (Schweizer[4])
条件付き請求権 H が Follmer-Schweizer分解を持つとは
H = H(0) +
Z T
0
H(u)dX(u) + LH(T ) (1)
と書けるときにいう．LH は LH(0) = 0であり，MX と直交す
る二乗可積分マルチンゲールである．
(2) 最小マルチンゲール測度
Xはセミマルチンゲールとし, X = X(0)+MX +AX = X(0)+
MX +
R
dhMXiX と分解できる. MX はローカルマルチンゲー
ル, AX ; X は可予測過程とする. 最小マルチンゲール測度 Pˆ
を次のように定義する.
dPˆ
dP
= ˆ(T ):
ただし,
ˆ(t) = "

 
Z t
0
X()dMX()

:
"は stochastic exponentialとする.
3. モデル
年金の運用およびヘッジに用いる資産を,割引債,長寿スワッ
プ,安全資産とする. これらのモデルを定義するための確率空
間を (
;F ; P)とする. 独立な標準ブラウン運動 W1 ;W2 ;Wr ,
および計数過程 N(x)から生成されるフィルトレーションを
F (t); 0  t  T とする. 年金加入者グループを考える. 初期に
は n1 人存在し, N1(x; t) は x 歳の時刻 t での死亡数を意味し
ている.
割引債価格は Vasicekモデルを用いリスク中立測度 Qの下
で dP(t;T ) = P(t)dWr;Q(t)とする. ただし Wr;Q は Qの下で
のブラウン運動とする．P(t) は割引債価格の拡散項の係数
を表す．安全資産は B(t) = e
R t
0 r(u)du で与える.
(1) Longevityモデル
将来の不確実性を再現するために，変動死力 (x; t) = o(x+
t)(x; t)を導入する．1(x; t)は CIRモデルでありアフィンク
ラスに属する確率過程である．
d1(x; t) = (1(x)   1(x)1(x; t))dt +
p
1(x; t)1(x)dW(t):
(2) 生存確率
時刻 tから T の生存確率は Qのもとで
S Q1 (x; t; T ) = E
Q
"
e 
R T
t 
Q
1 (x;s)ds
G(t)
#
とする.
(3) 長寿スワップ
長寿スワップは、変動金利と固定金を交換する契約によっ
てリスク管理する金利スワップの考え方を保険数理に応用す
る. 長寿スワップでは,固定値のの死力に関するキャッシュフ
ローと変動する死力に関するキャッシュフローを交換する.
t時点で変動受取固定支払のネット受取プロセス F は
dF1(x; t) = (n1   N1(x; t))dt   n1 t p˜1xdt (2)
と定義し,ネット受取プロセス F を用い長寿スワップの割引
価値は次で表す.
Z;Q1 (x; t) = E
Q
Z T
0
e 
R 
0 r(u)dudF1(x; )
F (t):
長寿スワップの割引価値ダイナミクスは
dZ;Q1 (x; t) =
Z
1 (t)dW
r;Q(t) + Z11(t)dW
;Q
1 (t) + 
Z
12(t)dW
;Q
2 (t)
+ Z1 (t)dM
Q
1 (x; t);
Z1 (t) =  
Z T
t
P(t; )S Q1 (x; t; )d;
Z1 (t) =   (n1   N1(x; t ))r
Z T
t
Br(t; )P(t; )S Q1 (x; t; )d
  n1r
Z T
t
Br(t; )P(t; ) p˜1xd

;
Z11(t) =   11(t)
p
1(x; t)(n1   N1(x; t))(1 + g1(t))

Z T
t
B1(x; t; )P
(t; )S Q1 (x; t; )d;
Zj2(t) =   12(t)
p
1(x; t)(n1   N1(x; t))(1 + g1(t))

Z T
t
B1(x; t; )P
(t; )S Q1 (x; t; )d;
となる．B1(x; t; )は Qの下での生存率を構成する関数であ
る．r は短期金利の拡散項の係数である．1i; i = 1; 2は変
動死力 1 の拡散項の係数である．Z1 ; Z1 ; Z11; Z12 を感応度と
呼ぶ． はジャンプ感応度， は金利感応度， は死力感応
度とする．この呼び方は年金でも同じである．
(4) 年金収支のプロセス
年金におけるポートフォリオを以下のように考える. 年金
の収支を年金加入者から支払われる保険料と保険会社が支払
う給付による支払いのプロセスとして記す. この契約は支払
保険料と年金給付から成り立つとする. 年金の保険料は負の
値で給付は正の値とする.
x歳の年金の収支プロセスを
dA(t) =(n1   N1(x; t))

 c1f0t<T¯ g + ap1fT¯t<T g

dt
と定義する.
c を時刻 [0; T¯ )の保険料とする．T¯ は退職時間である．時刻
[T¯ ;T ]の保険金は ap とする．ただし T は年金契約の満期で
ある．Pˆのもとでの年金価値は
V˜(t) = E Pˆ
Z T
0
e 
R 
0 r(u)dudA()
F (t)
で定義する．ダイナミクスは
dV˜(t) = ˜V (t)dW˜r(t) + ˜V1 (t)dW˜

1 (t) + ˜
V
2 (t)dW˜

2 (t) + ˜
V (t)dM˜1(x; t);
˜V (t) =  
Z T
t
P(t; )S˜ (t; )

 c1f0<T¯ g + ap1fT¯g

d;
˜V (t) =  (n1   N1(x; t ))r
Z T
t
Br(t; )P(t; )S˜ (t; )


 c1f0<T¯ g + ap1fT¯g

d;
˜V1 (t) = 

11(t)
p
1(x; t)(n1   N1(x; t ))
Z T
t
P(t; )
@
@
S˜ (t; )


 c1f0<T¯ g + ap1fT¯g

d;
V2 (t) = 

12(t)
p
1(x; t)(n1   N1(x; t ))
Z T
t
P(t; )
@
@
S˜ (t; )


 c1f0<T¯ g + ap1fT¯g

d:
ただし，S˜ (t; ) = E Pˆ

e 
R 
t ˜1(x;s)ds
F (t):
4. 取引戦略とリスクプロセス
(1) Local risk-minimization
LRM 戦略 ' は以下のとおり得られる．ただし，1(t) は
割引債保有量，2(t)は長寿スワップ保有量，(t)は安全資
産保有額である．
'(t) = (1(t); 

2(t); 
(t))
= (!1(t); !2(t); V˜('; t)   A(t)   !1(t)P(t; T )   !2(t)Z;Q(x; t));
!1(t)は次のとおりである．
!1(t) =
˜V (t)   !2(t)Z1 (t)
P(t)
; (3)
!2(t)は
!2(t) =
Z1 (t)˜
V (t)1(x; t) + Z11(t)˜
V
1 (t) + 
Z
12(t)˜
V
2 (t)
(Z1 (t))
21(x; t) + (Z11(t))
2 + (Z12(t))
2
: (4)
リスクプロセスは
RL('; t) =
Z T
t
E[(˜V1 (s)   !2(s)Z11(s))2jF (t)]ds
+
Z T
t
E[(˜V2 (s)   !2(s)Z12(s))2jF (t)]ds
+
Z T
t
E[(˜V (s)   !2(s)Z1 (s))21(x; s)jF (t)]ds (5)
となる．
(2) Risk-minimization
この小節では比較対象である RMでの長寿スワップ（年金
スワップ），割引債，安全資産の保有量（それぞれ ; ;R2 (t)，
;R1 (t)，;R(t)）を紹介する．以下は [1]によるものである．
';R(t) = (;R1 (t); 
;R
2 (t); 
;R(t))
= (!R1 (t); !
R
2 (t);eV;Q(t)   !R1 (t)P(t;T )   !R2 (t)Z;Q(x; t));
!R1 (t)は次のとおりである．
!R1 (t) =
V (t)   !R2 (t)Z1 (t)
P(t)
; (6)
!R2 (t)は
!R2 (t) =
Z1 (t)
V (t)Q1 (x; t) + 
Z
11(t)
V
1 (t) + 
Z
12(t)
V
2 (t)
(Z1 (t))
2Q1 (x; t) + (
Z
11(t))
2 + (Z12(t))
2
: (7)
リスクプロセスは Pの下で
RR;P('; t) =
Z T
t
E[(V1 (s)   !R2 (s)Z11(s))2jF (t)]ds
+
Z T
t
E[(V2 (s)   !R2 (s)Z12(s))2jF (t)]ds
+
Z T
t
E[(V (s)   !R2 (s)Z1 (s))21(x; s)jF (t)]ds
+ E[
Z T
t
(V (s)   !R2 (s)Z1 (s))1(x; s)g1(s)ds
2
jF (t)]
(8)
となる．ただし，V ; V ; V1 ; V2 は Qのもとでの年金価値の感
応度である．
5. シミュレーション
本研究では割引債，長寿スワップ（年金スワップ），安全
資産で LRM，RMの２つのヘッジ手法を用いて (表 1)シミュ
レーションを行った．まず２つのケースの資産の最適保有量
をシミュレーションする．その際の年齢は x = 30とし，年
金加入者数は n1 = 10; 000とする．次に 2つのケースでリス
クプロセスを比較し，有効性を評価する．
保険料は期始払いで加入年齢 30歳から退職年齢の 60歳ま
で支払うものとする．よって T¯ = 30となる．保険金は退職
後から契約満期の 90歳まで受け取ることができる．よって
T = 60となる．保険料，保険金はそれぞれ c = 0:13，ap = 1
と設定する．またジャンプのギルサノフカーネル g1(t) = 0:5
と設定する．
(1) 長寿スワップ保有量
図 1は LRMと RMの長寿スワップの保有量を示している．
これは全てのパスを平均したものである．LRMの場合初め
から１単位近く保有し，途中で多少減少するものの年金支払
いの始まる時刻 30年付近では保有量が上昇した．その後長
寿リスクが大きくなると考えられる時刻 60年付近で保有量
が最大になり，満期では契約がなくなりリスク 0となるため
保有量も 0となった．RMでは初めはあまり保有せず，時刻
30 年から１単位保有すればいいことがわかる．この違いの
理由は RMが年金価値を長寿スワップの価格付けで用いられ
る同値マルチンゲール測度 Qで行うのに対し，LRMでは最
小マルチンゲール測度で行っているためである．つまり時刻
20 までは最小マルチンゲール測度での年金価値の死力感応
度 ˜V1 ; ˜V2 が長寿スワップの死力感応度 Z11; Z12 の値に対して
小さくなるため，保有数が 1よりも小さくなっていく．時刻
20から 30にかけては ˜V と Z の値が近づく．従って保有数
も 1に近くなっている．時刻 50付近では Z に対して ˜V が
大きくなっていることと，保有量の 4式の分母の感応度値が
0に近いという２つの条件のため，保有量が最も多くなって
いる．
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図 1長寿スワップの保有量・LRM（赤），RM（黒）
LRMと RMの取引戦略がこのように異なるのは生存確率
の違いによるものである．次ではその違いを示す．
(2) 生存確率
図 2は時刻 0から tまでの生存確率 S˜ (0; t)（赤線），S Q1 (0; t)
（黒線），予定生存確率 tp1x（青線）を示している．ただし，
t 2 [0; 60]である．生存確率は最小マルチンゲール測度への
変換により，予定生存率より上昇していることがわかる．Q
の下での生存確率は時刻 0，60付近で変化が少なくなるが，
Pˆの下での生存確率は単調減少している．またこのグラフか
らわかることは Q の下での生存確率は過小評価される可能
性があるということである．長寿化するモデルを使用してい
るが図 2によると Qの下では予定よりも早く死亡すると評
価されている．このことを確認するためにジャンプのギルサ
ノフカーネルを変化させた図を次に示す．図 3はギルサノフ
カーネルを  0:9 から 0:3 まで 0:2 刻みで変化させた生存確
率 S Q を示している．黒線は予定生存確率 tp1x を表しており，
それ以外は Q の下での生存確率である．このグラフからギ
ルサノフカーネル g1 >  1が  0:5より大きい場合は S Q が
予定生存確率よりも小さくなってしまい長寿化を表現できて
いないことがわかる．
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図 2生存確率・S˜ (0; t)（赤），S Q1 (0; t)（黒），予定生存率（青）
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図 3生存確率 S Q1 (0; t)，予定生存率（黒）
(3) リスク量
それぞれのケースの一人当たりの時刻 0でのリスクをまと
めたものが表 1である．n1 を変化させ影響を評価する．RL
は LRMの P-リスクプロセス，RR;P は RMの P-リスクプロ
セス，RR;Q は RMの Q-リスクプロセスを示している．RL は
大数の法則により年金加入者が増えると小さくなっている．
RR;Q に関しても同様であり Qの下では大数の法則が働いて
いるように見えるが，RR;P では加入者数が増えるほどリスク
が大きくなっている．この理由は RM のリスクプロセスの
式 8の第４項によるものである．この式の 1(x; s)には年金
加入者数 n1 が含まれており，1(x; s)が 2乗されることによ
り，大数の法則によるリスクの減少速度よりも２乗の項の増
加速度が速くなっているものと考える．
表 1 Risk value per person
n1
p
RL
n1
p
RR;P
n1
p
RR;Q
n1
100 0.0725 0.0354 0.0333
1,000 0.0400 0.0627 0.0220
10,000 0.0113 0.0997 0.0084
n1: 年金加入者数
6. まとめ
Local risk-minimizationと Risk-minimizationのリスクヘッ
ジ効果を比較した．その際のヘッジポートフォリオは長寿ス
ワップ（年金スワップ），割引債，安全資産であった．表 1
では n1 = 100から n1 = 10; 000に年金加入者数を変化させる
と大数の法則が働いていることが LRMで確認できた．しか
し RM ではリスクプロセスの第４項により大数の法則が働
くなっている．その結果，年金加入者が 10; 000人では約 10
倍ほどリスクが大きくなっている．長寿スワップの取引戦略
は解の式の構造はほぼ同じになっておりどちらも長寿スワッ
プの感応度を重みとした年金の感応度の加重平均に近い形を
している．シミュレーションを行った結果，LRMの長寿ス
ワップ取引量は RMの取引量とは異なり時刻 30以降で 1単
位保有とはならず，変化している．これは LRMにおいては
年金価値がリスク中立確率 Q で価格付けされていないため
である．最小マルチンゲール測度か Q かの大きな違いは生
存確率に現れている．Qの下の生存確率と最小マルチンゲー
ル測度の下での生存確率のグラフの概形が大きく異なる．こ
れが原因となり LRMと RMの長寿スワップの取引量に違い
が出ている．また Qの下ではギルサノフカーネル g1 が  0:5
より大きい場合，長寿化が表現できていないことが確認され
た．従ってこのモデルにおいてリスク中立確率を安易に用い
ることは危険だと考える．
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